LUCRAREA 6

PROGRAMAREA NELINIARA.
METODE DE ORDINUL2

6.1. Aspecte generale

Utilizarea gradientului ca directie de explorare este conforma cu aproximarea
liniard a functiei obiectiv in dezvoltarea acesteia in serie Taylor. Totusi, o aproximare
patratica de forma:

1
FOO =P e e, ax ) Law 110 ) 6
este mai aproape de realitate. Minimul functiei se obtine prin derivare in raport cu

componentele lui d® sianularea derivatelor respective, de unde rezulta:
d® :_H(k)"g(k) (6.2)
Astfel, daca se introduce (6.2) in relatia iterativa,
XED = x® L q0g® k=1, 2,3, ... (6.3)
rezulta:

XED = x® _ 0 @ g (6.4)
unde A% poate Iua valori arbitrare sau optime. In cazul unor functii obiectiv patratice,
minimul va fi atins incd din prima iteratie, pentru A® = 1.

Aplicarea metodelor de ordinul 2, denumite si metode Newton, cere ca matricea
H® si fie pozitiv definiti la fiecare iteratie. Pentru ci aproximarea pitratici este
superioara celei liniare, convergenta metodei in apropierea optimului va fi sensibil mai

buni decat a metodelor de ordinul 1. In plus, disponibilitatea derivatelor de ordinul doi

permite verificarea conditilor de suficienta a optimului.
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Totusi, aceste avantaje se pierd datoritd volumului de calcul necesar obtinerii
derivatelor de ordinul doi si pentru inversarea matricei H®. In plus, din cauza conditiei
H® > 0 pot apirea situatii in care metoda nu poate fi aplicati (cazurile in care F(X) este
liniard pe anumite portiuni, iar H® = 0).

De asemenea, pot apirea unele cazuri in care F(X*) > F(X*D), desi H® > 0,
aproximatia patratica fiind valabild doar intr-o zond foarte limitata. Pentru a evita aceste
situatii s-au propus diferite metode care constrAng matricea H® si fie pozitiv definitd la

fiecare iteratie.

6.2. Metode de tip quasi-Newton

Un loc special in cadrul metodelor Newton i ocupa asa-zisele metode quasi-
Newton. Acestea din urma au fost elaborate in scopul evitarii principalelor dezavantaje
ale metodelor Newton referitoare la inversarea matricei hessiene in fiecare iteratie.

Metodele quasi-Newton au la bazi relatia de recurenta,
XD = x 8 _ gk -I—Nlmg”‘) (6.5)
unde matricea H® reprezinta o aproximatie a lui A @™
Relatia (6.5) poate fi consideratd ca fiind relatia fundamentala care st la baza

metodelor ce utilizeazd derivatele. Astfel, in cazul in care matricea H se identifica cu

matricea unitate /,, se obtin metodele de gradient, iar pentru cazul in care matricea

H"® se identificd cu inversa matricei hessiene H*" , se obtin metodele de tip Newton.
Cel mai performant algoritm din aceastd categoric de metode este algoritmul

Davidson-Fletcher-Powell. Caracteristic acestui algoritm este faptul cd modificarea

matricei 4 la fiecare iteratie este facuta astfel incat pentru o functie patratica de n
~ -1

variabile, in limita a » iteratii, matricea H ‘' si devind egald cu matricea H ® Initial,

matricea H se alege ca fiind matricea unitate /,, astfel incat prima iteratie decurge dupa
metoda gradientului. In continuare se face o modificare treptata de la directia gradientului

la cea a metodei Newton, reusindu-se astfel combinarea avantajelor aferente celor doua
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metode. De fapt intr-o regiune indepartatd de optim metoda gradientului este mai rapida,
in timp ce in apropierea optimului, metoda Newton este superioara.

Convergenta metodei Davidon-Fletcher-Powell a fost demonstratd doar pentru
functii obiectiv patratice, avand matricea hessiand pozitiv definitd. Relatia de recurenta
care st la baza metodei este urmatoarea:

[AX YAx D]

&Y — g 400 _ gtk _ k) *) (k)
(AX™,Ag'™)

(AP [ag P 11ag 1 1HP]' (60
(Ag(k),H(k)Ag(k))
unde:
AX(k) ZX(k+1) —X(k), Ag(k) — g(k+1) _g(k) (6.7)

6.3. Exemple numerice

Exemplul 1
Sa se determine minimul functiei:
F(X)=min(x} +4-x> —4)

folosind metoda Newton, indicandu-se ca punct de pornire X (©) =[5 4]t ylar 2@ =1,

Se calculeaza gradientul si hesianul functiei F(X):

g{az;}(:() al;;(cj()l:[le 8x, |’

’F(x) o°F(x)

axf axlﬁxz 2 0
o’F(x) °F(X) {0 8}
8}626)6I 8xf

H:C:

Aplicand relatia (6.4) rezulta:

-1
X0 3O _or g0 _ s1_[2 o] [10]_[o]
4] 1o 8| [32] |o
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Exemplul 2

1. Sa se determine minimul functiei:
F(X)=min(4-(x, —2)> + (x, - 3)?)
folosind metoda Davidon-Fletcher-Powell, indicAndu-se ca punct de pornire X» =[6 5]’

Se calculeaza gradientul functiei obiectiv:

o {és(x1 —2)} O {32}
2(x,-3) |,y 4

Iteratia 1

Se considera /' =1, astfelincat relatia iterativa are urmitoarea forma:

wo | x| _[6]_ el 0]32]_|6-3227
xz(l) 5 0O 11 4 5_42(0)
Pentru determinarea lungimii pasului de deplasare A, se introduc valorile x,V si

x;M In expresia functiei obiectiv F, se face derivata in raport cu A, dupa care se

anuleaza:

@
ag;fm ) 6551440 =0 — A =0,1264

Prin urmare, valoarea noii aproximatii este:
o |6 32 1,955
XV = _[-0,1264 - = ]
5 4 | | 4,494
Se calculeaza AX siAg:
2,988 0,506 ~1,012

Folosind relatia (6.6) se calculeaza matricea H®Y:

Iteratia 2
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~4,045 0][-4,045 —0,506
H(l){l o}r -0,506 0 0 0

0 1
[~ 4,045 —0,506]-{

-1,012

1 0][-3236 0][1 0
L0 1] [-1012 offo 1 _{0,1554 —0,0147}

-3236| |-00147 1,001
[-3236 -1,012]

—32,36}

—-1,012

In continuare se poate calcula noua aproximatie X

o X1(2> 1,955 ol 01554 —0,0147 | | -0,36 2
x,? | 449 -0,0147  1,0010 | | 4,494 | |3
unde A1V = 0,4984 a fost determinat in mod similar ca 1.

Deoarece g =[0 0]’, calculele sunt terminate, punctul X® =[2 3]’ fiind

solutia optimald cautata.
6.4. Desfasurarea lucrarii

1. Se studiaza textul lucrarii.

2. Sa se determine minimul functiei:

F(X)=min(x; +2-x7 —1)

folosind metoda Newton, indicandu-se ca punct de pornire X © =[3 1]’.

Rezultatele obtinute vor fi comparate cu cele obtinute folosind functia Matlab
fminunc.

3. Sa se determine minimul functiei:
F(X)=min(x{ +3-x —2)
folosind metoda cvasi Newton, indicindu-se ca punct de pornire X ©) :[2 1]’.

Rezultatele obtinute vor fi comparate cu cele obtinute folosind functia Matlab

fminunc.



